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1 Folgen

1.1 Definition

Ordnet man jeder natiirlichen Zahl ein Element zu, so entsteht eine Folge a1, as, as... reeller Zahlen.
Schreibweise: (an)nen oder (a,)5%, oder (ap),>1. Die a, heiflen Glieder der Folge.

1.2 Konvergenz

Eine Folge heifit konvergent mit dem Grenzwert a, wenn fiir jedes € alle Folgenglieder ab einem
bestimmten Folgenindex /N innerhalb der e-Umgebung von a liegen.

la, —a| <e

Es gibt genau einen Grenzwert.

1.3 Rechenregeln und Beispiele
1.3.1 Rechenregeln

lim |a,] = |a
limc-a, = c-a
lim (a, +b,) = a+bd
n—oo
lim (a,-b,) = a-b
lim & = % fitrby, b # 0
lim /a, = +a fiira,, > 0

1.3.2 Beispiele

n—oo
lim ¢Yn=1
n—oo
.o
lim — =0
1

1.4 Beschranktheit

Eine Folge heifit nach oben bzw. unten beschriankt, falls jedes Glied der Folge kleinergleich bzw.
groflergleich als eine bestimmte obere Schranke ist.

Ist eine Folge reeller Zahlen konvergent, so ist sie beschrankt.

Ist eine Folge nach oben beschrénkt und monoton steigend oder nach unten beschrankt und mo-
noton fallend, so ist sie konvergent.

1.5 EinschlieBungskriterium

Sind a,, b, und ¢, Folgen reeller Zahlen mit a, < ¢, < b, und sind a, und b, konvergent mit
dem Grenzwert a, so ist auch die Folge ¢, mit a konvergent.



1.6 CaucHy-Kriterium

Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn fiir jedes ¢ sich alle Folgenglieder ab einem bestimmten
Index N € N hochsten um e unterscheiden.

2 Reihen

2.1 Definition

Ist ax eine Folge reeller Zahlen, dann heif3t

n
Sn = E ag
k=0

eine (unendliche) Reihe. Fiir diese Reihe schreibt man

Zak oder ag +ay +as + ...
k=0

Eine Reihe ist eine Folge Partialsummen, der Wert der Reihe ist der Grenzwert der Partialsummen.
Der Wert einer Reihe existiert nur, wenn die Reihe konvergent ist.

2.2 (CaucHy-Kriterium

Eine Reihe ist genau dann konvergent, wenn fiir jedes € eine Summe der Folgenglieder mit unterer
Grenze grofler als ein bestimmtes N € N kleiner als ¢ ist.

2.3 LEiBNIz-Kriterium

Gilt in der alternierenden Reihe
Z(—l)kbk =byg—b; +by— b3 % ...
k=0

b, > 0, bi41 < by fiir k € Ny sowie limy_, o0 b = 0, ist die Reihe konvergent.
Es gelten die Abschitzungen
|8n - 5‘ < bn+17n eN

[s2m+1 < 8 < Som,n €N

2.4 Absolute Konvergenz

Eine Reihe Y77 ay heiBt absolut konvergent falls die Reihe Y p- , |ak| der Betréige der Glieder
konvergent ist.
Tritt Konvergenz nun ohne Betragsbildung der Reihenglieder ein, nennt man die Reihe konvergent.

2.5 Majoranten-Kriterium

In der Reihe Z;’;O ay gelte |ag| < by fiir alle k¥ € N. Ist die Reihe by konvergent, dann ist die
Reihe aj absolut konvergent.



2.6 Quotientenkriterium

Falls fiir 0 < glel und k > N gilt:

lim |-+t <q,
k—oo | ap
so ist aj konvergent. Gilt
a 1
li H‘ >1
k—o0 ag

Fiir ¢ = 1 kann die Reihe konvergent oder divergent sein.

2.7 Wurzelkriterium
Gilt fur
klim Vak| = ¢

g < 1, so ist die Reihe konvergent, fiir > 1 ist die Reihe divergent. Fiir ¢ = 1 kann die Reihe
konvergent oder divergent sein.

2.8 Rechenregeln

Sind ay, by zwei konvergente Reihen, so gilt:

Za~ak+ﬂ~bk:a2ak+ﬁzbk
k=0 k=0 k=0

CAucHYprodukt:
oo oo oo oo
Zak . Zbk = ch mit ¢,, = agb,, + a1b, — 1+ ...+ anby = Zak “bp—k
k=0 k=0 k=0 k=0

3 Funktionenfolgen und -Reihen

3.1 Definition

Ordnet man jeder Zahl n € N eine Funktion zu, so entsteht eine Funktionenfolge. Die Folge der
entsprechenden Partialsummen nennt man Funktionenreihe.

3.2 Punktweise Konvergenz
3.2.1 Funktionenfolge

Die Funktionenfolge f, heifit auf D punktweise konvergent, wenn fiir alle  die Folge f,(x) kon-
vergiert.
Ist f, punktweise konvergent, so heifit f(z) = lim,— o fn(z) Grenzfunktion der Funktionenfolge.

3.2.2 Funktionsreihe

Die Funktionenreihe Y7, f,, heifit punktweise konvergent, wenn fiir alle z die Reihe >~ | f,(x)
konvergiert. Ist die Funktionenreihe punktweise konvergent, so heifit die Funktion g(z) = >"°7 | fu ()
die Summe der Funktionsreihe.



3.3 Gleichmiflige Konvergenz
3.3.1 Funktionenfolge

Die Funktionenfolge f,,(z) heifit auf D gleichméBig konvergent gegen die Grenzfunktion f(x), wenn
sich ab einem bestimmten Index N € N fiir alle z die Folgenglieder f,(x) von f(z) héchstens um
€ unterscheiden.

Die Funktionenfolge f, ist auf D genau dann gleichméfig konvergent gegen f, wenn

i [sup | fa(@) = f(2)] = 0.

3.3.2 Funktionenreihe

Die Funktionenreihe Y 7, f,, heiBit auf D gleichmiBig konvergent, wenn die Folge Ihrer Partial-
summen auf D gleichmi8ig konvergiert.
In der Funktionenreihe 7, f, auf D gelte |f,(x)| < ¢, fiir alle 2 € D und die Reihe )

n=1 Cn
reeller Zahlen sei konvergent. Dann konvergiert die Reihe fozl fn gleichméBig auf D.

3.4 Stetigkeit

f ist stetig, wenn (f,)nen gleichmifBig gegen f konvergiert und f, stetig ist. Analoges gilt fiir
Funktionenreihen.

3.5 Integrierbarkeit

f ist integrierbar auf [a,b], falls (f,)nen gleichméBig gegen f konvergent ist und f,, integrierbar

ist. Dann gilt:
b b

/b F@)de = tim [ fo(z)de = / lim f,(z)dz

n—o0 n— oo
a a

Analog gilt bei Reihen:
b

Jotor =3 [ totas = [ [$- o]

a n=1

3.6 Differentiation

f ist differenzierbar auf I, wenn (f,,)nen punktweise auf I konvergent ist und f,, stetig differen-
zierbar ist. Dann gilt:

F(@) = lim fi(e) = [l fu(e)]

n—oo n—00

Analog gilt bei Reihen:

g@ =7 fulz)= [Z fn(ﬂf)l
n=1 n=1

4 Potenzreihen
4.1 Definition
Ist a,, eine Folge reller Zahlen und ist xg € IR, so heifit die Funktionenreihe

Zan Az —xo)"

n=0

eine Potenzreihe um xq. Die a,, heilen Koeffizienten der Potenzreihe.



4.2 Konvergenz

Ist die Reihe Y7, an,a™ konvergent fiir = 7 mit r # 0, so ist die Reihe absolut konvergent fiir
alle « innerhalb des Konvergenzradius r (|z| > |r|). Ist die Reihe Y . ja, - 2" divergent fiir ein
x = s, so ist die Reihe divergent fiir alle |z| > |s|.

4.3 Quotientenkriterium

Existiert
Qn,

lim =b

n—oo

An+1

mit 0 < b < o0, so ist b der Konvergenzradius.

4.4 Wurzelkriterium

Existiert
lim {/|a,| =c
n—oo

mit 0 < ¢ < 00, so ist der Konvergenzradius gleich %

4.5 Differentiation, Integration

Jede Potenzreihe ist auf dem Intervall des Konvergenzradius differenzierbar und integrierbar. Das
Ergebnis hat jeweils den selben Konvergenzradius.

4.6 Rechenregeln
Fiir alle z mit |z| < min(gq, o) gilt

o0

ian~x"iibn~x":Z(anibn)-x"
n=0 n=0

n=0
S| [Sonent| < Soeat it
n=0 n=0 n=0

5 TAYLORreihe
Ist eine Funktion n + 1-mal stetig differenzierbar, dann gilt
f(@) = To(x, 0) + Rn (2, 7o)

mit dem Taylor-Polynom

> £(k) (o
To(z,x0) = Z fT('O)(:E — :co)k

k=0

un dem Restglied

x

Rolawvan) = o [ (a4 )t

Zo

Fiir das Restglied ist weiters die Darstellung von LAGRANGE

£ @ 49— )
(n+1)!

Ry (%, 20) = )

(xz =z



und die Darstellung von CAUCHY

(+1) (g r—x
Ry (aa0) = L E V200 () gy gyt

(jeweils mit 0 < ¢ < 1) moglich.



