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1 Vektoren

1.1 Norm

Die sog. Euklidische Norm entspricht der Lange eines Vektors @ € R"™ geméif

bei @ € C™ gilt analog

Beispiel, @ € R3:
lal| = y/af + a3 + a3

1.2  Addition, Mulitplikation
1.2.1 Addition

Zeilenweise Addition der Komponenten. Beispiel (a, g, € R?):

. ay b1 ay + by
a + b= a2 + b2 = as + b2
as bs as + bs

1.2.2 Multiplikation mit einem Skalar

Multiplikation des Skalars A € R mit jeder Komponenten. Beispiel (@ € R?):

aq )\~a1
A-d= A a9 = )\'CLQ
as )\~a3

1.2.3 Skalarprodukt
Das Skalarprodukt ist eine ,eindimensionaler Wert (=Skalar) (a,b € R™):

a-b=(ab)= Zn:aibi
=0

Beispiel mit a, b € R3:
<67, 5> = a1by + asbs + asbs

1.2.4 Vektorprodukt

Das Vektorprodukt zweier Vektoren &’75 € R? erzeugt einen dritten Vektor ¢, der senkrecht auf
dem Parallelogramm steht, welches von @ und b aufgespannt wird. Seine Lénge entspricht dem
Flidcheninhalt des Parallelogramms. Berechnet wird er wie folgt:

. T a2 as 3 as ap 3 ay a9 3
axb= by by el + bs by es + by by e
mit
~ 1 . 0 . 0
el=01], e=[11], e=10
0 0 1



1.2.5 Spatprodukt

Das Spatprodukt dreier Vektoren @, l_;, ¢ € R? entspricht dem Volumen des von den drei Vektoren
aufgespannten ,, Spats®:

a1 a2 as

<C7:7 g X €> = b1 bg bg = CL1(b203 — Cgbg) — ag(blcg — Clbg) + ag(blcg — Clbg)
C1 C2 C3

2 Matrizen

2.1 Besondere Matrizen

Eine n x n—-Matrix A folgender Art nennt man Diagonalmatriz:

ail 0 0 R 0
0 a9 0
0 0 ass
0 0 0 apn

Einen Sonderfall Einheitsmatriz E oder I (falls in C™ gearbeitet wird):

10 0 --- 0
01 0
0 0 1
: -0
o0 --- 0 1

Durch Multiplikation mit der sog. Drehmatriz werden Vektoren @ € R? um den Winkel ¢ gedreht,

ohne deren Lénge zu dndern:
cosp —sing
sing  cosp

2.2 Addition, Multiplikation
2.2.1 Addition
Elementweise Addition der Matrizen. Beispiel (A4, B als 3 x 3-Matrix):

ail a2 ais bin b2 bis a1 +bi1 a2 +bi2 a3+ bis
A+B= az1 G2 Qa23 + bar  bao  bos = a1 + b1 a2z + b2 ag3 + bag
as1 asz ass b31 b3z b33 as1 +as1  asz +bzz a3+ b33

2.2.2 Multiplikation

Die Multiplikation zweier Matrizen A und B ist nur moglich, wenn sie dem Schema A € My, %), B € M
geniigen, also die Spaltenanzahl des linken gleich der Zeilenzahl des rechten Faktors ist.

nxp)

a1l aiz - QAln bin bz - blp

az1 Gz -+ Qop ba1 bay - by
AB =

ml Am2 - Omn bnl bn2 e bnp



a11b11 + a1abor + -+ aipbpr - anbip + ar2byp + - F arnbny
a21b11 + ag2bor + - Fagpbpr - anbip + ar2bap + -+ a1nbyy

amlbll + am2b21 + -+ amnbnl e CLmlbm,p + a/m?bmp + -+ amnbnp

d.h., die Komponenten werden bei der linken Matrix zeilen- und bei der rechten Matrix spalten-
weise miteinander multipliziert und addiert. Die Matrizen-Multiplikation ist im Allgemeinen nicht
kommutativ, d.h. AB # BA.

2.3 Determinaten

Folgende Kurzschreibweise ist moglich:

det (A) = |A]

2.3.1 2 x 2—Matrix

a1l a2

= a11G22 — (12021
a21 A22

2.3.2 3 x 3—-Matrix (Regel von SARRUS)

Addition der drei fallenden und Subtraktion der drei steigenden Diagonalen:

a1l a2 ais
a1 @22 Q23 | = Q11022033 + @12023031 + Q130210432 — 31022013 — A32023011 — 433021012
a31 asz a33

2.3.3 n x n—Matrix

Rekursive Berechnung durch Entwicklung nach einer beliebigen Zeile oder Spalte. ZweckméiBig
ist dabei die Wahl einer Spalte, die moglichst viele 0 enthiilt. Die daraus entstehenden Matrizen
werden mit der Komponente, nach der Entwickelt wurde, multipliziert und addiert. Ist die Summe
aus x- und y-,,Position“ des Matrix-Elementes, nach dem entwickelt wurde, gerade, so erhélt die
neue Matrix eine positives Vorzeichen. Ist die Summe ungerade, ein negatives. Das Enwtickeln
nach einem Matrizen-Element geschieht dadurch, dal man von der urspriinglichen Matrix sowohl
die komplette Zeile als auch die komplette Spalte, in welcher das Element steht, wegfallen 148t.
Beispiel (Entwicklung nach der ersten Spalte):

aj; a2 aiz Qa4
G21 Q22 Q23 (A24
asz1 a3z 33 (a34
aq1 Q42 Q43 Q44

azy Q23 Q24 alz @13 Q14 a2 13 a4 a2 13 ai4
=+a11| az2 as3 as4 | —a21| @32 33 a34 |+as1| G2 G23 QA24 | — 041 | G22 (23 (24
42 A43 Q44 42 A43 QA44 A42 A43 A44 az2 Aas3 Aa34

2.4 Losungsalgorithmen fiir lineare Gleichungssysteme

Fiir ein Gleichungssystems des Typs A-Z = bmit A € M5, vech, vecr € R™ gibt es u.a. folgende
Losungsverfahren:



2.4.1 Gavusssches Eliminationsverfahren

Beispiel n = 3: Man notiert das Gleichungsystem in folgender Form:

ailp a2 ais b1
az1 a2 a3 by
as1  asz ass b3

Dieses System wird nun durch Zeilenoperationen (Addition von Vielfachen der Zeilen oder Ver-
tauschen von Zeilen) so umgeformt, daf} sich links eine sog. Dreiecksmatrix ergibt:

€11 C12 (13 x
0 coo c23 )
0 0 C33 I3

Hier kann nun direkt abgelesen werden, dafl x3 = c33. Entsprechend kénnen durch Einsetzen von
unten nach oben zo und x3 bestimmt werden.

2.4.2 CrAMERsche Regel

Falls fiir die Determinate D = det (A) # 0 gilt, kann die Cramersche Regel angewandt werden.
Dabei gilt fiir die Losungen x7 . .. zy,:

Dy Do _ D,

T = D7$2: D,"'7$n_ D

wobei Dy ... D, die Determinaten der Matrizen sind, die entstehen, wenn jeweils der n-te Spal-
tenvektor von A durch b ersetzt werden.

2.5 Besondere Eigenschaften von Matrizen und besondere Matrizen-
Paare

2.5.1 Inverse

Die Inverse A~! zu Matrix A ist diejenige Matrix, die mit A multipliziert die Einheitsmatrix E
ergibt. Bestimmungsalgorithmus am Beispiel einer 3 x 3-Matrix: Man notiert neben die Matrix A
die Einheitsmatrix:

a1;p Q12 Aais 1 0 0
a21 Q22 4923 0 1 0
azy azz2 ass 0 01

Dieses System wird nun durch Zeilenoperationen (Addition von Vielfachen der Zeilen) so umge-
formt, daf} sich links eine Einheitsmatrix ergibt:

0 0 bir bz bis
0 bor  bag  bos
1

1
0
0 bs1 b3z bss

1
0
Die so auf der rechten Seite entstandene Matrix B entspricht A~1.

2.5.2 Transponierte

Als Transponierte AT einer Matrix A bezeichnet man die Matrix, die entsteht, wenn die A an der
Hauptdiagonalen gespiegelt wird. Dabei wird aus einer n x m—Matrix (n # m) eine m x n—Matrix.
2.5.3 Konjugierte

Enthilt eine Matrix A komplexe Elemente (an., € C, also an, = x + iy), so erhdlt man die
konjugierte Matriz A*, indem man die komplexen Elemente konjugiert, also die Vorzeichen der
Imaginérteile umkehrt.



2.5.4 Orthogonale Matrix

Eine Matrix A, welche die Beziechungen
AT = A7'und/oderAAT = ATA=E

erfiillt, nennt man orthogonale Matriz. Weiters ergibt das Skalarprodukt zweier beliebiger Zei-
len oder Spalten stets den Wert 0, das Skalarprodukt einer Zeile oder Spalte mit sich selbst 1.
AuBlerdem gilt

det (A) = £1

2.5.5 Symmetrie, Schiefsymmetrie, Zerlegung

Gilt fiir eine n x n—Matrix A fiir alle ihre Elemente die Beziehung
A=AT

bezeichnet man sie als symmetrisch, d.h. es gilt a,, = a,,. Gilt dagegen
A=-AT

bezeichnet man die Matrix als schiefsymmetrisch und es gilt a,y = —ay, sowie az, = 0.
Jede Matrix A 1483t sich in eine symmetrische Matrix Ag und eine schiefsymmetrische Matrix Agg
zerlegen, so daf§ gilt:

A= A5+ Ass

Dabei gilt:
1 1
As=5(A+ AT) und Ags = (A AT).
2.5.6 Dimension

Die Dimension einer Matrix ist die Gesamtzahl ihrer Zeilenvektoren. (Ahnliches gilt fiir Vek-
torrdume und Lineare Abbildungen.)

2.5.7 Rang

Der Rang einer Matrix ist die Anzahl linear unabhéngiger Zeilen, also die Dimension (Anzahl der
Zeilen) des Bildes der Matrix.

Eine einfache Moglichkeit zur Berechnung ist, die Matrix durch elementare Umformungen in eine
Trapezmatrix

bir bia - by bigy1r bisio - b
0 bag -+ bayr bayp1 barya oo by
0 0 e bTT bT,T+1 bT,T‘—‘rZ e b’r‘n
o o0 - 0 0 0 e 0
0 o --- 0 0 0 0
o o0 - 0 0 0 e 0

umzuformen. Folgende elementaren Umformungen sind fiir die Berechnung des Ranges erlaubt:
e Zwei Zeilen oder Spalten miteinander vertauschen.
e Multiplikation mit einem Skalar ungleich Null.

e Addition oder Subtraktion zweier Zeilen oder Spalten.



2.6 Eigenwerte

Aus der Gleichung
AZ = \¥
mit A € Mg, xpn), 7 € R", A € R erhélt man als Losung
pa(A) :==det (A — \E,)

welches als das charakteristische Polynom bezeichnet wird. Alle Nullstellen A; ...\, € C dieses
Polynoms nennt man Eigenwerte der Matrix A. Beispiel fiir eine 3 x 3-Matrix:

a1l a2z a3 1 00 ain — A a2 a13
a1 aze azz | —A| 0 1 0 = as1 agy — A a3
az1 a3z 033 0 01 asy ass azz — A

= (a11 — A)(az2 — A)(ass — \) + a12a23a31 + a13a21a32—

—asi1 (CL22 - >\)6113 - &32a23(an - )\) - (a33 - /\)a21a12 ; 0

2.7 Eigenvektoren
Sind A --- A\, Eigenwerte der Matrix A, so nennt man alle Vektoren v; mit der Eigenschaft
(A — )\1E)’U1 =0

Eigenvektoren der Matrix A. D.h., es gibt mindestens soviele Eigenvektoren wie Eigenwerte.

2.8 ScHMmiDTsches Orthogonalisierungsverfahren

Mit dem SCHMIDTschen Orthogonalisierungsverfahren wird eine Basis von n Vektoren v ..., €
C™ so umgeformt, dafl eine neue Basis entsteht,die den selben Raum wie die urspriingliche Ba-
sis aufspannen und deren Vektoren alle die Lénge 1 besitzen und senkrecht aufeinander stehen.
Vorgehen:

. U1
Ul = 757
|||
'L_Q U1 < Vi41,U1 > UL — ..o — < V41U > Y
1=
+ [lvig1— < Vg1, u1 > up — ..o — < vpprug > g |

2.9 Hauptachsentransformation

Zu jeder symmetrischen Matrix A gibt es eine orthogonale Matrix U und eine Diagonalmatrix D
mit

A=UDU"T

Dabei entsprechen die Elemente von D den Eigenwerten von A und die Spaltenvektoren von U
den normierten Eigenvektoren von A. Die Formulierung

D=UAU"T

bezeichnet man dabei als Hauptachsentransformation.

3 Lineare Abbildungen

3.1 Linearitét
Eine Abbildungsvorschrift L wird als linear bezeichnet, falls folgende Gleichung erfiillt ist:
L()\lfl + )\252) = AlL(fl) + )\QLfQ)

mit @, @5 € R™, A, A2 € R.



3.2 Bild

Das Bild einer Abbildungsvorschrift entspricht dem Vektorraum, in dem alle méglichen Ergebnisse
der Abbildung liegen. Dabei werden alle linear abhéingigen ,Zeilen“ weggelassen. Der Rang des
Bildes entspricht dem Rang der Matrix der Abbildungsvorschrift.

3.3 Kern

Die Losung & der Gleichung

L-Z2=0
bezeichnet man als Kern der Abbildung L. D.h. der Kern entspricht sozusagen den ,,Nullstellen*
der Abbildung.

3.4 Dimension

Ahnlich wie fiir Matrizen ist auch fiir Vektorriume und Lineare Abbildungen ein Dimensionsbegriff
definiert. Dabei gilt die Beziehung

dim ( Kern(L) ) + dim ( Bild(L) ) = dim (L)



